
Dla dowolnych liczb rzeczywistych lub zespolonych a; b; c; d takich, ·ze
bd 6= 0 zachodz ¾a to·zsamósci

a

b
=
a+ bc

b
;

a

b
+
c

d
=
ad+ bc

bd
:

ZADANIA Z LICZB ZESPOLONYCH

Oblicz wartósci nast¾epuj ¾acych wyra·zeń:

1. 10i
1+3i + i;

25
4+3i + 2 + i;

1�2i
6�8i + 3� 5i;

2+3i
4�5i +

4�5i
2+3i ;

4�3i
2�i +

3�2i
1+2i :

2. i
z+i + 2z;

z2�i
z+i � z + 2i;

i+2
i+1 + 2zi;

i�1
z + z

�1�i :

Odpowiedzi:

1. 3 + 2i; 6� 2i; 16150 �
126
25 i; �

378
533 �

616
533 i; 2(1� i):

2. 1
z+i

�
2z2 + 2iz + i

�
; iz�2�iz+i ; 2iz +

3
2 �

1
2 i;

(i�1)(z2+2)
2z :

POCHODNE FUNKCJI JEDNEJ ZMIENNEJ

1. Oblicz pochodne rz¾edu pierwszego nast¾epuj ¾acych funkcji i upróśc otrzy-
mane wyra·zenia.

(a) (x+ 4)
p
x2 + 2 Rozwi ¾azanie:�

(x+ 4)
p
x2 + 2

�0
= (x+4)0

p
x2 + 2+(x+ 4)

�p
x2 + 2

�0
=
p
x2 + 2+

xp
x2+2

(x+ 4) = 2 (x+1)
2

p
x2+2

:

(b) (x� 4)
p
x2 + 2 Odp.: 2 (x�1)

2

p
x2+2

:

(c) (x+ 6)
p
x2 + 4 Odp.: 2 (x+ 2) (x+1)p

x2+4
:

(d) (x� 6)
p
x2 + 4 Odp.: 2(x�1)(x�2)p

x2+4
:

(e) (x+ 8)
p
x2 + 6 Odp.: 2(x+3)(x+1)p

x2+6
:

(f) (x� 8)
p
x2 + 6 Odp.: 2(x�1)(x�3)p

x2+6
:

(g) (x+ 8)
p
x2 + 8 Odp.: 2 (x+2)

2

p
x2+8

:

(h) (x� 8)
p
x2 + 8 Odp.: 2 (x�2)

2

p
x2+8

:

(i) (x� a)
p
x2 + b Odp.: 1p

x2+b

�
2x2 � ax+ b

�
:

2. Oblicz pochodne rz¾edu pierwszego nast¾epuj ¾acych funkcji i upróśc otrzy-
mane wyra·zenia.

1



(a) (x+4)p
x2+2

Rozwi ¾azanie:�
(x+4)p
x2+2

�0
=

(x+4)0
p
x2+2�(x+4)(

p
x2+2)

0

(
p
x2+2)

2 =

p
x2+2�(x+4) 2xp

x2+2

(
p
x2+2)

2 =

(
p
x2+2)2�x(x+4)_p

x2+2

(
p
x2+2)

2 =

�2 2x�1
(x2+2)

3
2
:

(b) (x�4)p
x2+2

Odp.: 2 2x+1

(
p
x2+2)

3 :

(c) (x+4)p
x2+6

Odp.: �2 2x�3
(x2+6)

3
2
:

(d) (x�4)p
x2+6

Odp.: 4x+6

(x2+6)
3
2
:

(e) (x+8)p
x2+6

Odp.: �2 4x�3
(x2+6)

3
2
:

(f) (x�8)p
x2+8

Odp.: 8 x+1

(
p
x2+8)

3 :

(g) (x+8)p
x2+8

Odp.: �8 x�1
(
p
x2+8)

3 :

(h) (x�8)p
x2+6

Odp.: 2 4x+3

(
p
x2+6)

3 :

3. Oblicz pochodne rz¾edu pierwszego podanych funkcji i upróśc otrzymane
wyra·zenia.

(a) 2 (x+1)
2

p
x2+2

Rozwi ¾azanie:�
2 (x+1)

2

p
x2+2

�0
= 2

�
[(x+1)2]

0p
x2+2�(x+1)2[

p
x2+2]

0

(
p
x2+2)2

�
=

2

�
2(x+1)

p
x2+2�(x+1)2 2x

2
p
x2+2

(
p
x2+2)2

�
= 2

24 2(x+1)(
p
x2+2)

2
�x(x+1)2

p
x2+2

(
p
x2+2)

2

35 =
2(x3+3x+4)
(x2+2)

3
2

= 2 (x+ 1) �x+x
2+4

(
p
x2+2)

3 :

(b) 2(x+2)(x+1)p
x2+4

Odp.:
2(x3+6x+12)
(x2+4)

3
2

:

(c) 2(x+3)(x+1)p
x2+6

Odp.:
2(x3+9x+24)
(x2+6)

3
2

:

(d) 2 (x+2)
2

p
x2+8

Odp.:
2(x3+12x+32)

(x2+8)
3
2

:

(e) (
2x2�ax+b)p

x2+b
Odp.: (

2x3+3bx�ab)
(x2+b)

3
2

:

(f) 2 2x+1

(
p
x2+2)

3 Odp.: �
2(4x2+3x�4)
(x2+2)

5
2

:

(g) 4x+6

(x2+6)
3
2
Odp.: � 2(4x2+9x�12)

(x2+6)
5
2

:

2



(h) 8 x+1

(
p
x2+8)

3 Odp.: �
8(2x2+3x�8)
(x2+8)

5
2

:

(i) 2 4x+3

(
p
x2+6)

3 Odp.: �
2(8x2+9x�24)

(x2+6)
5
2

:

4. Oblicz pochodne rz¾edu pierwszego nast¾epuj ¾acych funkcji i upróśc otrzy-
mane wyra·zenia. UWAGA: arctanx = arctgx:

(a) arctan x�37 Rozwi ¾azanie:�
arctan x�37

�0
= 1

1+( x�37 )
2

�
x�3
7

�0
= 1

1+( x�37 )
2

�
1
7x�

3
7

�0
= 1

1+( x�37 )
2
1
7 =

7
x2�6x+58 :

(b) arctan x�23 Odp.: 3
x2�4x+13 ;

(c) arctan 2x�34 Odp.: 8
4x2�12x+25 ;

(d) arctan 3x�1p
5
Odp.:

p
5

3x2�2x+2 ;

(e) arctan x+4p
3
Odp.: 13

p
3

1
3 (x+4)

2+1
;

(f) arcsin x�23 Odp.: 1p
�x2+4x+5 ;

(g) arcsin 2x�34 Odp.: 2p
�4x2+12x+7 ;

(h) arcsin 3x�1p
5
Odp.: 35

p
5p

1� 1
5 (3x�1)

2
;

(i) arcsin x+4p
3
Odp.: 13

p
3p

1� 1
3 (x+4)

2
:

5. Oblicz pochodne rz¾edu pierwszego i drugiego nast¾epuj ¾acych funkcji wymiernych
i upróśc otrzymane wyra·zenia. Kolejne dzia÷ania wykonuj dok÷adnie tak,
jak w przyk÷adzie poni·zej.

(a) x
(x�2)2 Rozwi ¾azanie:

i.
�

x
(x�2)2

�0
=

x0(x�2)2�x[(x�2)2]
0

(x�2)4 = (x�2)2�2x(x�2)
(x�2)4 = wy÷¾aczamy

wspólny czynnik w liczniku = (x�2)[(x�2)�2x]
(x�2)4 = (x�2)[�2�x]

(x�2)4 =

upraszczamy = �2�x
(x�2)3 = �

x+2
(x�2)3 :

ii.
�

x
(x�2)2

�00
=
�
� x+2
(x�2)3

�0
= �

�
x+2
(x�2)3

�0
= � (x�2)3�(x+2)[3(x�2)2]

(x�2)6 =

wy÷¾aczamy wspólny czynnik w liczniku= � (x�2)2[(x�2)�3(x+2)]
(x�2)6 =

upraszczamy = 2(x+4)

(x�2)4 :

(b) x+4
(x+2)2 Odp.: �

x+6
(x+2)3

; 2(x+8)
(x+2)4

;

(c) x�5
(x�1)3 Odp.: �

2(x�7)
(x�1)4 ;

6(x+9)

(x�1)5 ;

(d) (x�2)2
(x+3)3 Odp.: �

x2�14x+24
(x+3)4

;
2(x2�24x+69)

(x+3)5
;

3



(e) (x+5)2

x�4 Odp.: x
2�8x�65
(x�4)2 ; 162

(x�4)3 ;

(f) (x+5)2

(x�4)2 Odp.: �
18(x+5)

(x�4)3 ; 18
2x+19
(x�4)4 :
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