Znajdowanie sumy szeregu*

ZADANIE: Wyznacz przedzial zbieznoSci szeregu
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i znajdz jego sume.
ROZWIAZANIE 1°

e Jedna z metod sumowania szeregéw potegowych i do nich podobnych polega
na przeksztatceniu danego szeregu za pomocq rézniczkowania lub catkowa-
nia w szereg geometryczny i znalezieniu jego sumy. Nastepnie, catkujgc
otrzymang sume (gdy obliczalismy sume szeregu f/(ac)) lub rézniczkujac
(9dy obliczalismy sume szeregu ffo f(z)dx) , znajdujemu sume szeregu

f(=).

Aby wyznaczy¢ przedzial zbieznoSci stosujemy kryterium pierwiastkowe Cau-
chy’ege.

1
lim —
n—>o0

n e xn n e |a:| |a:|

x’l’L

o Jwrét uwage na koniecznost uzycia pod pierwiastkiem wartosci bezwzgled-
nej. Wyjasnij dlaczego?

Aby szereg byl zbiezny, musi zachodzi¢ nieréwnosé ﬁ < 1. Rozwiazujac,
znajdujemy x < —1 lub z > 1.

Badamy zbiezno$¢ na koncach przedzialéw:

=Y n, f(=1)=)_(-1)"n
n=1

n=1

Drugi z szeregéw jest szeregiem przemiennym. Zaden z nich nie spelnia warunku

koniecznego zbieznosci, gdyz lim a, = lim n = co. Zatem dany szereg f(x)
n—>00 n—>o00

jest zbiezny dla © € (—oo,—1) U (1, 00).
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o (2™) = na"" 1, zatem rézniczkowanie obniza stopien wyktadnika o 1.

° fx”dz = % + C, lub fz”fldx = % + C, zatem calkowanie powieksza

stopien wyktadnika o 1.

Badany szereg mozna zapisa¢ w postaci
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7 postaci ostatniego czlonu tej réwnosci wynika, ze najpierw nalezy calkowaé.
Dla x oraz ustalonego z( nalezacych do jednego z przedzialéw (—oo,—1) lub
(1, 00) mamy
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Zatem
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Szereg po prawej stronie jest szeregiem geometrycznym o wyrazie pierwszym -

i ilorazie %, zbieznym, gdy ’%‘ < 1. Zatem przedzial zbieznosci jest taki sam,
jak dla szeregu f(x). Stosujac wzoér

e Yag" '=a+ag+ag®+....+aq" + ... = 1%[1 dla q € (—1,1)

n=0

znajdujemy

[ee]
gdzie C = > xy", xo jest ustalone. Roézniczkujac obustronnie wzgledem x
n=1
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/Ef(x)dx = <$_1+C’) ,

otrzymujemyikolejno
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ODPOWIEDZ: f(z) = 5. 2 = %z dia z € (—o0,~1) U (1,00).
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Poprawnost powyzszego rozwigzania mozna sprawdzi¢ wykonujac nastepu-

jace przeksztalcenia:
1 —1 1 -1
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zie poczatkowym —1, zbieznego dla = speliajacych nieréwnoéé’%‘ < 1. Zatem
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W ostatnim kroku zmieniliémy zakres sumowania. Stad
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Rézniczkujac wzgledem x dostajemy
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Na koniec, mnozac obustronnie ostatm@ réwnos¢ przez x, otrzymujemy

1—x an ",

n=1

e Przedstawione sprawdzenie wynikéw czeSci pierwszej jest samodzielnym
1 niezaleznym sposobem obliczenia sumy rozwazanego szerequ. Trudnosc
polega na "pomysle". W tym zadaniu "pomyst” to wpadniecie na to, iz
nalezy rozpoczqt zadanie od zastgpienia utamka przez odpowiednio dobrany
szereqg geometryczny. Zwréé vwage na fakt, ze utamek ﬁ mozna przed-
stawit jako sume szeregu geometrycznego na wiele réznych sposobéw, np.:
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Otrzymany szereg jest szeregiem potegowym o érodku w punkcie —1.
Rozwin ulamek ﬁ w szereg o $rodku w dowolnym punkcie z¢ # 1.



Zadania do samodzielnego rozwiazania.

Oblicz sumy nastepujacych szeregéw:

1. 3 (n+1)a™, 4.
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Odpowiedzi.

1. (l_%)? dla z € (—1,1). 4.

2. —In|l—2z| dlaz e< 3, 1). b

3. ﬁ dla z € (-3,3). 6

L dla z € (—V/2,0).
. —In|2-2?| dlaz € (0, V2).

. —In|1— 12| dla T e< —1,1).



