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1. Równania różniczkowe cząstkowe liniowe

i quasi – liniowe rzędu pierwszego 

Niech  P(x, y, z) , Q(x, y, z) , R(x, y, z) i f(x, y, z)  będą danymi funkcjami klasy  
[image: image1.wmf]1

C

  w pewnym obszarze przestrzennym  D.
Definicja 1.1
Równanie :
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nazywamy równaniem różniczkowym cząstkowym liniowym rzędu pierwszego z funkcją niewiadomą
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Jeżeli  
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  przyjmuje postać : 
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Równanie 
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 nazywamy równaniem jednorodnym. 
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Definicja 1.2

Układ równań różniczkowych zwyczajnych
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nazywamy równaniem różniczkowym charakterystyk równania  
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Twierdzenie 1.1

Jeżeli funkcje  
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 w obszarze  D  są niezależnymi całkami pierwszymi układu  
[image: image13.wmf](

)

*

 , to funkcja 


[image: image14.wmf](

)

(

)

[

]

z

y

x

z

y

x

F

u

,

,

,

,

,

2

1

F

F

=


gdzie   
[image: image15.wmf](

)

2

1

,

x

x

F

  oznacza dowolną funkcję klasy  
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  w pewnym obszarze płaskim, jest całką ogólną równania   
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  w dostatecznie małym otoczeniu dowolnego punktu obszaru  D 
Zadanie 1.1
Znajdź całkę ogólną równania : 
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Rozwiązanie

Równanie różniczkowe charakterystyk ma postać :
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Całka pierwsza :  
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Całka pierwsza :  
[image: image23.wmf].
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Zatem funkcja :
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  oznacza dowolną funkcję klasy  
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  w pewnym obszarze płaskim,  

jest całką ogólną równania  
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Niech  P(x, y, u) , Q(x, y, u)  i  R(x, y, u)   będą danymi funkcjami klasy  
[image: image28.wmf]1
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  w pewnym obszarze przestrzennym  D.
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Definicja 1.3
Równanie :
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nazywamy równaniem różniczkowym cząstkowym guasi - liniowym rzędu pierwszego z funkcją niewiadomą  
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 będzie funkcją klasy  
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 będzie określona w sposób uwikłany równaniem 
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Można udowodnić że, jeżeli funkcja  
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  jest rozwiązaniem równania
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w pewnym otoczeniu punktu  
[image: image39.wmf]D
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  określona w sposób uwikłany równaniem
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równania  (3)  w pewnym otoczeniu punktu  
[image: image42.wmf]'
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 , będącego rzutem punktu  
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  na płaszczyznę  XOY .
Zadanie 1.2

Znajdź całkę ogólną równania : 
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Rozwiązanie
Pomocnicze równanie liniowe jednorodne:
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Równanie różniczkowe charakterystyk :
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Całka pierwsza :  
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Całka pierwsza :  
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Zatem funkcja  
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 określona w sposób uwikłany równaniem :
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  oznacza dowolną funkcję klasy  
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Niech funkcja   
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 będzie rozwiązaniem równania  (3) . Wykresem tej funkcji jest pewna powierzchnia  S , którą nazywamy powierzchnią całkową równania  (3) .

Niech funkcje  P=P(x,y,u) , Q=Q(x,y,u) , R=R(x,y,u) 

będą współrzędnymi pola wektorowego  W=[P,Q,R].
Linią pola wektorowego W nazywamy każdą krzywą, która spełnia układ równań różniczkowych
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Każda powierzchnia całkowa  S  równania różniczkowego  (3)  jest utworzona z linii pola wektorowego  W . 
Zadanie 1.3
Znajdź powierzchnię całkową  S  równania przechodzącą przez krzywą L. 
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(b)
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Rozwiązanie przykładu  (a)
Pomocnicze równanie liniowe jednorodne:
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Równanie różniczkowe charakterystyk :
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Mamy zatem   
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Z tych pięciu równań rugujemy zmienne  t, x, y, u.
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Powierzchna całkowa  S  równania różniczkowego (a) ma równanie 
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Rozwiązanie przykładu  (b)
Pomocnicze równanie liniowe jednorodne:
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Równanie różniczkowe charakterystyk :
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Mamy zatem   
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Z tych pięciu równań rugujemy zmienne  x, y, u.
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Powierzchna całkowa  S  równania różniczkowego (b) ma równanie 
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Zadanie 1.4
Znajdź całki ogólne następujących równań :
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Zadanie 1.5
Znajdź powierzchnię całkową równania przechodzącą przez krzywą L. 
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2.  Równanie różniczkowe cząstkowe liniowe 

rzędu drugiego

Niech  
[image: image105.wmf](

)

y

x

A

A

,

=

 , 
[image: image106.wmf](

)

y

x

B

B

,

=

 ,
[image: image107.wmf](

)

y

x

C

C

,

=

 , 
[image: image108.wmf](

)

y

x

a

a

,

=

 , 
[image: image109.wmf](

)

y

x

b

b

,

=

 , 
[image: image110.wmf](

)

y

x

c

c

,

=

 i 
[image: image111.wmf](

)

y

x

d

d

,

=

 będą danymi funkcjami klasy  
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Definicja 2.1
Równaniem różniczkowym cząstkowym liniowym 

rzędu drugiego o niewiadomej funkcji  
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nazywamy równanie postaci :
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Niech 
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2.1 Jeżeli  
[image: image117.wmf]0

>

d

  to równanie  
[image: image118.wmf](

)

*

 nazywamy 

równaniem hiperbolicznym.
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będą całkami pierwszymi układu równań różniczkowych zwyczajnych  ( równania charakterystyk ).
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Przyjmując nowe zmienne niezależne
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przekształcamy równanie  
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przekształcamy równanie  
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Zadanie 2.1

Rozwiąż równanie :
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Rozwiązanie
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Zatem równanie  
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Przyjmując nowe  zmienne niezależne :
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Obliczone pochodne wstawiamy do lewej strony równania  
[image: image151.wmf](
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Otrzymujemy nowe równanie :
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które rozwiązujemy :
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Funkcja 
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jest rozwiązaniem równania  
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jest rozwiązaniem równania  
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Zadanie 2.2

Rozwiąż równanie : 
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Rozwiązanie 
Zauważmy, że równanie  
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  jest równaniem hiperbolicznym w postaci kanonicznej.
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(a) i  (b)  wstawiamy do równania  (1).
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Funkcja :
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jest rozwiązaniem równania  
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Zadanie 2.3

Rozwiąż równanie :
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Zatem równanie  
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Obliczone pochodne wstawiamy do lewej strony równania  
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Otrzymujemy nowe równanie :
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Funkcja 
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jest rozwiązaniem równania  
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jest rozwiązaniem równania  
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będzie całką pierwszą układu równań różniczkowych zwyczajnych  ( równania charakterystyk ).
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Zadanie 2.4

Sprowadź do postaci kanonicznej równanie :
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Rozwiązanie
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Zatem równanie  
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Równania charakterystyk :
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Całka pierwsza :
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Przyjmując nowe  zmienne niezależne :
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Obliczone pochodne wstawiamy do lewej strony równania  
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Stąd mamy następującą postać kanoniczną 

równania   
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Zadanie 2.5

Wyznacz rozwiązanie równania : 
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spełniające następujące warunki początkowe :
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Rozwiązanie

Funkcja :
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Uwzględniając warunki początkowe :
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Dodając równania stronami otrzymujemy :
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Zadanie 2.6
Wyznacz rozwiązanie równania : 
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spełniające następujące warunki początkowe :
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Całki pierwsze :
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Otrzymujemy nowe równanie :
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Zatem funkcja 
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Uwzględniając warunki początkowe mamy :
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Zadanie 2.7
Sprowadź do postaci kanonicznej równania :
(1)    
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Zadanie 2.8
Rozwiąż równania :
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Zadanie 2.9
Wyznacz rozwiązania równania spełniające warunki początkowe :
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3. Szeregi potęgowe

Definicja 3.1
Szeregiem potęgowym o środku w punkcie  
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Niech  
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Twierdzenie 3.1
Jeżeli istnieje granica 


[image: image423.wmf]0

,

lim

1

¹

=

+

¥

®

n

n

n

n

a

g

a

a


to


[image: image424.wmf]ï

ï

þ

ï

ï

ý

ü

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

¥

+

+¥

<

<

+¥

=

=

0

0

1

0

g

gdy

g

gdy

g

g

gdy

R

 .
55
Uwaga 3.2
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Zadanie 3.1

Znajdź promień zbieżności oraz przedział zbieżności szeregu :
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Jest to szereg naprzemienny, jego zbieżność zbadamy

 za pomocą kryterium Leibniza.
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Szczególnym przypadkiem szeregu potęgowego jest szereg postaci :
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Zadanie 3.2

Rozwiń w szereg potęgowy w punkcie 
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Rozwiązanie 
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Zadanie 3.3

Rozwiń w szereg potęgowy w punkcie  
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Rozwiązanie 
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Twierdzenie 3.2
Jeżeli  
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Twierdzenie 3.2 mówi, że szereg potęgowy można różniczkować wyraz po wyrazie.
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Zadanie 3.4

Znajdź przedział zbieżności oraz sumę wewnątrz przedziału zbieżności szeregu :
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Twierdzenie 3.3
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Twierdzenie 3.3 mówi, że szereg potęgowy można całkować wyraz po wyrazie.
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Zadanie 3.5

Znajdź przedział zbieżności oraz sumę wewnątrz przedziału zbieżności szeregu :
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 Zadanie 3.6
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Zadanie 3.7
Rozwiń w szereg potęgowy w punkcie  
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Zadanie 3.8
Rozwiń w szereg potęgowy w punkcie  
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Zadanie 3.9
Znajdź przedział zbieżności oraz sumę wewnątrz przedziału zbieżności następujących szeregów :
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4 Szereg trygonometryczny Fouriera 
Dany jest ciąg funkcyjny   
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nazywamy współczynnikami Fouriera funkcji   
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Zadanie 4.1

Rozwiń w szereg trygonometryczny Fouriera funkcję :
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Ponieważ każdą liczbę nieparzysta można zapisać w postaci  :
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Zadanie 4.2
Rozwiń w szereg trygonometryczny Fouriera następujące funkcje :
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Wprowadźmy następujące oznaczenia :
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Zadanie 5.1

Rozwinąć w szereg zespolony Fouriera funkcję :
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Niech   
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Definicja 5.1

Ciąg liczb
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Zadanie 5.2
Znajdź widmo amplitudowe i widmo fazowe funkcji z zadania 5.1.
Rozwiązanie 
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Zadanie 5.3

Rozwiń w zespolony szereg Fouriera funkcję :
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Wyznacz widmo amplitudowe i widmo fazowe tej funkcji.
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6 Transformacja Fouriera

Twierdzenie 6.1
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Wprowadzając następujące oznaczenia :
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Zadanie 6.1

Przedstaw za pomocą wzoru całkowego Fouriera funkcję
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Rozwiązanie

Wykres tej funkcji wygląda następująco :
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Oblicz transformaty Fouriera następujących funkcji :
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7 Transformacja Laplace’a

Definicja 7.1
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Uwaga 7.1
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Wykorzystując własności przekształcenia Laplace’a
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Zadanie 7.4

Wyznacz transformaty Laplace’a następujących 

funkcji :
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Można udowodnić, że przekształcenie Laplace’a  
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Funkcję   
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Przykłady zastosowania transformacji Laplace’a. 
Zadanie 7.6

Znajdź rozwiązanie równania
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Zadanie 7.7

Znajdź rozwiązanie układu równań różniczkowych
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Układ  
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Zadanie 7.8

Rozwiąż równanie różniczkowe przy danych warunkach początkowych :
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Zadanie 7.8

Rozwiąż układ równań różniczkowych przy danych warunkach początkowych :
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