
A. Oblicz następujące całki postaci
∫
xa lnb xdx,

gdzie a, b są pewnymi liczbami całkowitymi.
Zwró́c uwagę na różnice w sposobach całkowania
w zależnósci od wartósci przyjmowanych przez
prametry a oraz b.

1.
∫
x lnxdx = 1

2x
2 lnx− 1

4x
2 + C.

2.
∫
x ln2 xdx = 1

4x
2
(
2 ln2 x− 2 lnx+ 1

)
+ C.

3.
∫
x2 lnxdx = 1

3x
3 lnx− 1

9x
3 + C.

4.
∫
x2 ln2 xdx = 1

27x
3
(
9 ln2 x− 6 lnx+ 2

)
+ C.

5.
∫
ln x
x dx = 1

2 ln
2 x+ C.

6.
∫
ln3 x
x dx = 1

4 ln
4 x+ C.

7.
∫
ln x
x2 dx = −

1
x (lnx+ 1) + C.

8.
∫
ln3 x
x2 dx = − 1

x

(
ln3 x+ 3 ln2 x+ 6 lnx+ 6

)
+C.

9.
∫

1
x ln xdx = ln (lnx) + C.

10.
∫

1
x ln4 x

dx = − 1
3 ln3 x

+ C.

B. Dla jakich wartósci parametru k całki
∞∫
2

1

xk lnx
dx,

∞∫
2

1

x lnk x
dx

są zbieżne? Co można powiedziéc o zbieżnósci
szeregów

∞∑
n=2

1

nk lnn
,

∞∑
n=2

1

n lnk n
?

Odpowiedzi: 1. zbieżna dla k > 1, rozbieżna dla
k ≤ 1. 2. zbieżna dla k > 1, rozbieżna dla k ≤ 1.
Wartóśc całki dla k > 1 wynosi 1

(k−1)(ln 2)k−1 .

C. Oblicz podane niżej całki korzystając z następu-
jących wzorów:

∞∫
0

e−x
2

dx =

√
π

2
,

∞∫
0

sinx

x
dx =

π

2
.

Pierwsza całka nosi nazwę całki Poissona, druga całki
Dirichleta.

1.
∞∫
0

e−ax
2

dx, a > 0.

2.
∞∫
0

e−x√
x
dx. Wskazówka: zamiana zmiennych.

3.
∞∫
0

sin 3x
x dx;

∞∫
0

sin(−4x)
x dx;

∞∫
0

sin ax
x dx, a > 0;

∞∫
0

sin bx
x dx, b < 0.

4.
∞∫
0

sin ax cos bx
x dx, a > 0, b > 0. Wskazówka:

rozważ przypadki: a > b, a = b, a < b.

5.
∞∫
0

sin2 x
x2 dx. Wskazówka: całkowanie przez czę́sci.

Odpowiedzi: 1. 1
2

√
π
a . 2.

√
π. 3. π

2 , −
π
2 ,

π
2 , −

π
2 .

4. π2 gdy a > b, π4 gdy a = b, 0 gdy a < b.

D. Wykaż równósci:

1.
∞∫
0

1
1+x4 dx =

∞∫
0

x2

1+x4 dx.Wskazówka: dokonaj za-

miany zmiennych w pierwszej całce.

2.
∞∫
0

x ln x
(1+x2)2 dx = 0. Wskazówka: podziel przedział

całkowania na dwie czę́sci, następnie w jednej z
całek podstaw x = 1

t .
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