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1. Napisz równanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = x + ln(2x � 1);
równoleg÷ej do prostej 3x� y + 20 = 0:

Rozwi ¾azanie. Szukana styczna ma wspó÷czynnik kierunkowy taki sam
jak prosta. Zatem:

[x+ ln(2x� 1)]0 = 3;

1 +
2

2x� 1 = 3;

2x+ 1

2x� 1 = 3;

x = 1;

tzn. f 0(1) = 3; f(1) = 1; a równanie styczne jest postaci y � 1 =
3(x� 1) czyli y = 3x� 2:

2. Napisz wzór Maclaurina dla funkcji f(x) =
p
2x+ 1; n = 3:

Rozwi ¾azanie. Poniewa·z n = 3; reszta b¾edzie zale·za÷a od pochodnej
rz¾edu czwartego. Funkcj¾e wygodnie jest zapisác w postaci f(x) =
(2x + 1)

1
2 : Obliczamy kolejne pochodne (pami¾etajmy o pochodnej

funkcji wewn¾etrznej) i ich wartósci w punkcie x = 0 :

f(x) = (2x+ 1)
1
2 ; f(0) = 1;

f 0(x) = (2x+ 1)�
1
2 ; f 0(0) = 1;

f 00(x) = �(2x+ 1)� 3
2 ; f 00(0) = �1;

f 000(x) = 3(2x+ 1)�
5
2 ; f 000(0) = 3;

f (4)(x) = �15(2x+ 1)� 7
2 ; f (4)(�x) = �15(2� + 1)� 7

2 :

Podstawiaj ¾ac do wzoru Maclaurina i dokonuj ¾ac kilku uproszczeń,
otrzymujemy:

p
2x+ 1 = 1 + x� 1

2
x2 +

1

2
x3 � 5

8
(2�x+ 1)�

7
2x4:
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� W kolejnych zadaniach nale·za÷o wykonác badanie funkcji z u·zyciem pier-
wszej (zad. 3 i 4) oraz drugiej pochodnej (zad. 5 i 6). Wydaje si¾e, ·ze nikt
nie zauwa·zy÷, i·z w zadaniach 3 i 5 oraz 4 i 6 wyst¾epuj ¾a te same funkcje.

� Wi¾ekszóśc nie wykańcza rachunków. Obliczacie Państwo pochodn ¾a i, za-
miast upróscíc otrzymane wyra·zenie, wykonujecie kolejne rachunki, np.
obliczacie pochodn ¾a rz¾edu drugiego.

3. f(x) = 1 + ln2 x; dziedzina Df = (0;1): Obliczamy pochodn ¾a rz¾edu pier-
wszego i znajdujemy jej miejsce zerowe.

f 0(x) = 0 + 2 lnx(lnx)0 = 2 lnx
1

x
= 2

lnx

x
; x > 0:

f 0(x) = 0 <=> lnx = 0 <=> x = 1:

Obliczamy pochodn ¾a rz¾edu drugiego i znajdujemy jej miejsce zerowe.

f 00(x) = 2

�
lnx

x

�0
= 2

1� lnx
x2

; x > 0:

f 00(x) = 0 <=> 1� lnx = 0 <=> lnx = 1 <=> x = e1 = e:

Sporz ¾adzamy tabel¾ektóra powinna wygl ¾adác tak:

x (0; 1) 1 (1; e) e (e;1)
f 0(x) 0
f 00(x) 0
f(x)

;

a po uzupe÷nieniu i wyci ¾agni¾eciu wniosków tak:

x (0; 1) 1 (1; e) e (e;1)
f 0(x) - 0 + + +
f 00(x) + + + 0 -
f(x) & 1 % 2 %

monotonicznóśc maleje min. rósnie rósnie
wypuk÷a w dó÷ p.p. do góry

:

p.p. - punkt przegi¾ecia wykresu.

A tak wgl ¾ada wykres badanej funkcji:
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f(x) = 1 + ln2 x

Na podstawie wykresu nie mo·zna stwierdzíc istnienia punktu przegi¾ecia w x = e:

4. f(x) = (x � 5)
p
2x+ 5: Z tajemniczych dla mnie powodów cz¾éśc Państwa

uzna÷a, ·ze funkcja nie jest okréslona dla x = 5! Czy któs mo·ze to wyjásníc?
Wyra·zenie pod pierwiastkiem musi býc nieujemne, zatem 2x+5 � 0; sk ¾ad
Df =< � 5

2 ;1):

Obliczamy pochodn ¾a rz¾edu pierwszego, upraszczamy otrzymane wyra·zenie i
dopiero wtedy znajdujemy miejsce zerowe. Tak jest wygodniej i bez-
pieczniej!

f 0(x) =
p
2x+ 5 + (x� 5) 1

2
p
2x+ 5

(2x+ 5)0 =

p
2x+ 5 +

x� 5p
2x+ 5

=

�p
2x+ 5

�2
+ x� 5

p
2x+ 5

=
3xp
2x+ 5

:

f 0(x) = 0 <=> x = 0:

Df 0 = (� 5
2 ;1) 6= Df :

Obliczamy pochodn ¾a rz¾edu drugiego, upraszczamy otrzymane wyra·zenie i dopiero
wtedy znajdujemy miejsce zerowe.

f 00(x) =

�
3xp
2x+ 5

�0
=
3
p
2x+ 5� 3x /2

/2p2x+5�p
2x+ 5

�2 =

3(2x+5)�3xp
2x+5

2x+ 5
=

3x+ 15�p
2x+ 5

�2 :
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f 00(x) = 0 <=> x = �5;

ale �5 nie nale·zy do dziedziny funkcji, czyli przypuszczenie, ·ze istniej ¾a
miejsca zerowe drugiej pochodnej okazuje si¾e fa÷szywe. Zatem f 00 jest
sta÷ego znaku w (- 52 ;1) i nie posiada punktów przegi¾ecia. Sporz ¾adzamy
tabel¾e:

x (� 5
2 ; 0) 0 (0;1)

f 0(x) - 0 +
f 00(x) + + +
f(x) & �5

p
5 %

monotonicznóśc maleje min. rósnie
wypuk÷a w dó÷

:

Wykres:
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f(x) = (x� 5)
p
2x+ 5

5. Z
cos 2x cosxdx =

Z �
cos2 x� sin2 x

�
cosxdx =Z �

1� sin2� sin2 x
�
cosxdx =

Z �
1� 2 sin2 x

�
cosxdx =

���� t = sinx
dt = cosxdx

���� =Z �
1� t2

�
dt = t� 2

3
t3 + C = sinx� 2

3
sin3 x+ C
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6. Z
1p
x+ 1

dx =

����t = px x = t2

dx = 2tdt

���� = Z 1

t+ 1
2tdt =

2

Z
t

t+ 1
dt = 2

Z
t+ 1� 1
t+ 1

dt = 2

Z
(1� 1

t+ 1
)dt =

2(t� ln(t+ 1)) + C = 2(
p
x� ln(

p
x+ 1)) + C:
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